Lineare Algebra II

Losungsvorschliage zum Tutoriumsblatt 9

MoRriTZ FLEISCHMANN

Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov, Katharina Novikov und Oliver
Hendrichs im Sommersemester 25
Disclaimer: Das sind keine offiziellen Lésungen, sondern nur eine getexte Version der Losungen zu
ausgewdhlten Aufgaben (Dank geht hierbei an Andrei Lavrenov fiir seine Lésungsskizzen), die ich
in meinem Tutorium bespreche. Fehler, Fragen oder Anmerkungen gerne an m.fleischmann@mnet-
online.de. Verteilung der Losungen ist erlaubt und erwinscht.

Wie iiblich, wen das Vorgeplankel nicht interessiert, der kann die Losungen in den grau hinter-
legten Boxen finden. Es gilt grundsétzlich, dass K c C.

Aufgabe 1
Finde die Jordanschen Normalform und eine Jordanbasis tiber C fiir:

011
A=

S o NN OO
SN = OO
O = = O =

Losung:

Bevor wir die Aufgabe selbst 16sen wollen, besprechen wir den zweiten Teil des Algorithmus. Letzte
Woche hatten wir bereits gezeigt, dass die Anzahl der Jordanblécke der Dimension des Eigenraums
entspricht; Diese Woche sehen wir, wie wir die jeweiligen Gréflen der Jordanblécke und eine Jor-
danbasis bestimmen. Die Argumentation zeigt hoffentlich, wieso diese Aussagen gelten sollten und
wieso der Algorithmus so funktioniert, wie er funktioniert, aber es ist dennoch kein formaler Be-
weis. Da der Text ziemlich lang ist: Die Begriindung steht am Anfang, der reine Algorithmus steht
in einem griinen Kasten, ein Beispiel im dritten Kasten und ein héufiger Fehler im roten Kasten.
Danach kommt im grauen Kasten die Losung der eigentlichen Aufgabe.

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein Endomorphismus mit Darstellungs-
matrix A der eine Jordansche Normalform (JNF) J besitzt. Wir betrachten die Situation zunéchst
aus Sicht von J. Die Eigenwerte seien Ay, ..., A\r mit Jordanblocken der Gréfle nq,...,ng. Wir er-
innern uns zuerst, dass wir den Raum V' als direkte Summe der Unterrdume Vi, ..., V; schreiben
kénnen, wobei jeder Unterraum einem Jordanblock entspricht. Das erlaubte es uns, die Gleichung

k
dimker(J - 1,A;) = > dimker(Jy, 5, = Ln,A;j)
=1
aufzustellen. Da ker ((J - 1,A;)|v;) € V; liegt und V; ein (J -1, );)-invarianter Unterraum ist, bleibt
diese Zerlegung auch unter mehrfacher Anwendung von J -1, giiltig und wir erhalten

k
dimker(J - 1,);)? = > dimker(Jy, n, = Ln, Aj)?
=1
das erlaubt es uns folgendes zu betrachten: Wir erinnern uns, dass die Dimension des Eigenraums
zu einem KEigenwert \; die Anzahl der Jordanblécke zu diesem Eigenraum angibt, da die Kerndi-
mension jedes Jordanblocks genau Eins ist. Darauf aufbauend {iberlegen wir uns nun, wie wir aus



den Dimensionen der hoheren Hauptrdume bestimmen, welche Gréflen die weiteren Jordanblocke
haben. Wir betrachten den Block Jy ,,, der A auf der Diagonalen hat, Einsen dariiber und eine
m x m-Matrix ist. Als Spaltenmatrix geschrieben, gilt also:

J)\7m - ]lm)\ = (0|61|62|63| e |€m,3|6m,2|€m,1)
Hier kann man auch erneut schon ablesen, dass die Dimension des Kerns 1 ist. Es gilt nun
(J)\,m - ]lm)\)z = (0|0|61|62| e |em_4|em_3|em_2)

und da wir nun m — 2 linear unabhéngige Vektoren als Spalten haben, ist die Dimension des Kerns
2. Man kann dies allgemein fortfithren und erhalt fir ein r < m

(J)\7m - ]lm)\)T = (0| ce |€1|€2| ce |em—(r+2)|em—(r+1)|em—7")

das heifit wir haben m — r linear unabhéngige Vektoren als Spalten und damit hat der Kern eine
Dimension von r. FUr r > m gilt dagegen:

(Jam —LpA)" =0

und die Kerndimension ist m. Daraus folgt:

Zur Ubersichtlichkeit sortieren wir unsere Jordanblocke der GroBe nach aufsteigend um. Es
seien also die ersten k; Blocke von Grofle 1. Die néchsten ko Blocke von Grofle 2, etc. Um
weitere Schreibarbeit zu ersparen, nehmen wir weiter an, dass alle Eigenwerte gleich sind, also
Aj = A fiir alle j,1 € [k]. Betrachten wir

k
dimker(J - \;1,) = Zdimker(JAl’nl -1,,)))
=1

dann sehen wir, dass jeder Jordanblock zu der Summe einen Wert von 1 beitragt, unabhingig
von seiner Grofle. Es gilt weiter

k
dimker(J - )\j]ln)2 = Zdimker(JAl,m - ]lm)\j)2
=1

k1 k
=S dimker(Jy, n, — Lo, Aj)?+ > dimker(Jy, n, — L, Aj)?
=1 l=k1+1
=1 =2

=k‘1'1+(/€—k‘1)-2

das heifit jeder Jordanblock der Grofle 1 trégt zu dieser Summe weiterhin einen Wert von 1 bei,
wahrend jeder Block der groflier als 1 ist, einen Wert von 2 zur Summe beitrégt. Man kann das




fortfihren und erhalt:
k
dimker(J - A\j1,)" =) dimker(Jy, n, — Ln,Aj)"
=1

k1
= > dimker(Jy, 5, = L Aj) +... +
=1

=1

kr1 k
+ Z dimker(Jy, n, — Ln,Aj)" + Z dimker(Jy, n, — Ln,Aj)"
l=kyr_2+1 I=kp_1+1
=r-1 =r

=k1-1+...+k_-(r-D)+(k—-(k1+...+kp_1)) -7

es tragt also jeder Block der Grofle m < r einen Wert von m zur Summe der Dimensionen
bei, wahrend alle Blocke der Groéfle m > r einen Wert von r zur Summe der Dimensionen
beitragen. Wollen wir wissen, wie viele Blocke eine bestimmte Grofle z.B. s haben, kénnen wir
also iiberpriifen, wie viele Blocke genau s zur Dimension des Kerns von (J - ;)" fiir v > s
beitragen. Mithilfe der obigen Summen kénnen wir das rekursiv bestimmen: Sei ¢t die maximale

Grofle eines Blocks, dann gilt:

|{Blocke der GréBe t}| = dimker(J - 1,);)" —dimker(J - 1,A;)""*

=k

damit wir jeden Block der Gréfle ¢t genau einmal und jeden kleineren Block gar nicht zdhlen.
Fiir die weiteren Blocke ergibt sich dhnlich:

|{Blocke der GréBe s}| = dimker(J - 1,),)* - dimker(.J — 1,,A;)*"! - |{Blocke der GroBe > s}

wobei wir den letzten Term abziehen missen, da jeder Block der Grofie r > s natiirlich auch
zum Term dimker(J-1,);)° beitragt. Auf diese Art und Weise konnen wir rekursiv die Anzahl
aller Blocke bestimmen.

Haben wir es nicht mit einer Matrix zu tun, die nur einen Eigenwert, sondern mehrere Eigenwerte
hat, sind der Vorgang und die Argumentation im Prinzip gleich, wir achten nur auf folgendes: Ein
Jordanblock zu einem Eigenwert \; tragt nur etwas zur Summe der Kerndimensionen beziiglich \;
bei, wenn \; = \; gilt. Fiir diese Rechnung sind also alle Blocke zu anderen Eigenwerten irrelevant.
Weiter gilt, dass nun im Allgemeinen die Dimension von (ker(J — A;1,))" mit ¢ der GroBe des
grofiten Jordanblocks, nicht k ist, sondern «;, wobei hiermit die algebraische Vielfachheit von A;
gemeint ist.

Erneut gelten diese Aussagen auch, wenn wir in der Basis sind, beziiglich derer A eine Darstel-
lungsmatrix ist. Wir konnen also auch, wenn wir nur A kennen, die Grolen aller Blocke bestimmen.
Nehmen wir nun an, dass wir die Gréflen aller Blocke bestimmt haben, dann gilt es als néchstes eine
Jordanbasis zu bestimmen. Dazu iiberlegen wir uns, dass es bei einer direkten Summe V = V1 &®.. @V}
ausreichend ist, wenn wir fiir jeden der Teilrdume V; eine Basis B; finden und deren Elemente mit
Nullen auffiillen, um Vektoren aus V' zu erhalten. Wir betrachten nun also lediglich einen Block:

Sei Jym ein Jordanblock und sei Bj = {u1,...,up} die dazugehorige Jordanbasis des entspre-
chenden direkten Summanden V; von V. Mit Jordanbasis meinen wir, dass J) ,, in dieser Basis



ausgedriickt, genau die bekannte Form hat. In dieser Basis sind die Vektoren von der Form

1 0 0

1 .

0 :

Ul = . , U2 = 0 yeooyUm = 0
0 0 1

also gilt
(am = L A)ur = (Ofua]. . . [um—1|tm, ) ur = 0

das heifit wir wissen u; € ker(Jy , — 1, A). Weiter gilt:

(Jam =L A)ug = (0|u1| ... |um_1|um) Ug = Uy
also gilt ug € ker(Jy m — L A)?\ ker(Jy n — 1, A) und allgemein:

Uy € ker(Jym — LA\ ker(Jy = T A)

Das heif3it, wenn wir eine Jordanbasis bestimmen wollen, kénnen wir zuerst einen Vektor aus
ker(Jym — LinA)™\ ker(Jy s — L, A)™ ! withlen, der im gewiinschten Unterraum liegt und dann
sukzessiv die anderen Vektoren bestimmen.

Ublicherweise werden wir es mit verschiedenen Jordanblécken zum gleichen Eigenwert zu tun
haben, also miissen wir die Vektoren so wahlen, dass sie im korrekten Unterraum liegen. Das
bedeutet, dass wir sie so wahlen miissen, dass sie linear unabhéngig von allen Vektoren aus
einem niedergradigerem Kern und allen Vektoren aus anderen Summanden sind. Um das zu
erreichen beginnen wir mit dem grofiten Block und arbeiten uns von dort Stiick fiir Stiick nach
unten.

Wir fassen den Algorithmus noch einmal zusammen:



Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus mit Darstellungs-
matrix A der eine JNF J besitzt.

1. Zuerst bestimmen wir das charakteristische Polynom x4 und alle Nullstellen A1, ..., A\ mit
ihren algebraischen Vielfachheiten oy, ..., ag.

2. Wir bestimmen nun die Groéflen der einzelnen Jordanblocke. Dabei gehen wir fiir jeden Ei-
genwert \; wie folgt separat vor:

(a) Wir bestimmen zuerst die Dimensionen der Kerne. Das heifit wir berechnen
dimker(A - 1,);),dimker(A - 1,);)?,...,dimker(A - 1,);)"

wobei sich k; dadurch ergibt, dass dim ker(A-1,);)% = a;, aber dimker(A-1,\;)% 1 #
a;. Wir haben nun die Gréfle des grofiten Blocks (ndmlich k) gefunden.

Wenn wir nur die JNF der Matrix bestimmen wollen, reicht es aus die Dimensionen
der Kerne zu bestimmen. Wollen wir auch eine Jordanbasis, dann bietet es sich an, in
diesem Schritt auch noch die Kerne selbst zu bestimmen.

(b) Wir bestimmen nun zu jeder moglichen Grofie die Anzahl der Jordanblécke. Das geht
mit obiger Formel. Es gilt also fiir 1 < s < kj, dass:

|{Blécke der Grofle kj}| = oy — dimker(A - ]ln)\j)kj_l
|{Blocke der GréBe s}| = dimker(A - 1,);)* - dimker(A - 1,A;)* - |{Blocke der Grofe > s}|
[{Blocke der GroBe 1}| = dimker(A —1,);) - [{Blocke der Grofie > 1}

Nach Bestimmung aller Blocke zu allen Eigenwerten, konnen wir nun die JNF aufstellen
indem wir die Blocke in gewilinschter Reihenfolge anordnen. Wollen wir nur eine JNF be-
stimmen, sind wir fertig. Ansonsten kommt noch der nachste Schritt:

3. Wir bestimmen nun eine Jordanbasis. Dabei gehen wir fiir jeden Eigenwert \; wie folgt
separat vor:

(a) Wéhle den grofiten verbleibenden Block zu A; (Sei r die Gréfie des Blocks).

(b) Wir withlen v, € ker(A4 — A\;)"\ker(A — X;)""! so, dass er linear unabhingig von der
Vereinigung aller bisher gewéhlten Jordanbasisvektoren und aller Vektoren aus ker(A —
)\j)r—l ist.

(c) Wir berechnen die anderen Basisvektoren dieses Blocks durch
Up-1 = (A_ )‘j)’UTa <o, U1 = (A_ Aj)/U2

(d) Sind alle Blocke dieses Eigenwerts behandelt, konnen wir zum néchsten Eigenwert iiber-
gehen. Ansonsten gehen wir zuriick zu Schritt 3a

4. Wir ordnen die Vektoren nach der gewiinschten JNF an, das heiffit wir bilden eine Matrix

S = (V1 ey Upy Ul e vy Ugy e vy Wy e vy W)
fiir die gilt
STAS=J
mit einer JNF in der der Block, der zu vy, ...,v, gehort an erster Stelle, der zu uy, ..., us

gehorige Block an zweiter Stelle usw. steht5.



Wir wollen noch ein Beispiel vorrechnen: In der Praxis sind schéne Beispiele nicht so einfach zu
finden - den Algorithmus zur Bestimmung der Blocke braucht man frithestens bei 4 x 4-Matrizen.
Wollen wir also ein Beispiel, wo der Algorithmus notwendig ist, mit zwei Eigenwerten, dann brauch-
ten wir bereits eine 8 x 8-Matrix. Deswegen werden wir hier ein einfacheres Beispiel mit nur einem
Eigenwert betrachten:

Es sei
4 0 2 -1
-3 -1 -3 -3
A= -1 1 1 2
2 2 2 4

Wir gehen den Algorithmus Schritt fiir Schritt durch, wobei wir Rechnungen nur stark verkiirzt
wiedergeben:

1. Wir bestimmen zuerst das charakteristische Polynom und die Eigenwerte. Es gilt
xa=det(A-A)=...= (A-2)*
also haben wir lediglich den Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 4.

2. Wir bestimmen nun die Kerne und ihre Dimensionen. Dazu l6sen wir das Gleichungssy-

stem
(A-2)x=0
und erhalten fur z:
1 0
-3 -3
ker(A—Q)-( o'l 1 >
2 1

Wir nennen den ersten Vektor w; und den zweiten wo.

Insbesondere sehen wir, dass die Dimension des Kerns 2 ist und kénnen hier schon direkt
sehen, dass die JNF zwei Blocke hat. Wir miissen also den Algorithmus weiter fortfithren
um zu bestimmen, ob wir einen Block der Gréfle 3 und einen Block der Grofie 1 haben,
oder ob wir zwei Blocke der Grofle 2 haben. Dazu bestimmen wir als néchstes

(A-2)*=0

und daraus folgt direkt ker(A4 —2)? = R%.® Wir sehen damit auch, dass die GroSe des
grofiten Jordanblocks 2 ist. Und daraus kénnen wir direkt ablesen, dass wir zwei Blocke
der Grofle 2 haben.

Der Vollstandigkeit halber wollen wir dennoch oben erwdhnte Formeln anwenden und
bestimmen:

|{Blocke der GroBe 2} = dimker(A - 2)? - dimker(A -2)=4-2=2
|{Blocke der GroBe 1}] = dimker(A - 2)? - |{Blocke der Grofie 2}|=2-2=0




Die JNF lautet also:

S O O N
S O N
SN OO
N = O O

. Wir wollen in diesem Fall neben der JNF auch noch eine Jordanbasis bestimmen. Wir
haben nur einen einzelnen Eigenwert und dieser hat zwei Blocke der Gréfle 2, also ist es
hier egal, mit welchem Block wir anfangen.

Wir wéhlen fiir den ersten Block eine Basis v1,vs. Da es noch keine bisher gewéhlten
Basisvektoren gibt, kénnen wir einfach

vy € ker(A - 2)?\ ker(A - 2)

wahlen, z.B. also

1

o = 0

27 1o

0

Wir bestimmen den zweiten Vektor als

2
-3
V1 = (A—Q)’UQ = 1
2

und sind mit dem ersten Block fertig. Wir bestimmen nun die Basis aus uq, uo des zweiten
Blocks. Dazu wihlen wir einen Vektor us € ker(A — 2)?\ker(A — 2) der auBerhalb des
Spanns aller bisher gewéhlten Vektoren und aller Vektoren aus ker(A — 2) liegt. Damit
gilt uy ¢ (w1, w2, v2)°, beispielsweise also

0

o = 1

2710

0

und dann bestimmen wir

0
-3
uy = (A - 2)’LL2 = 1
2

womit auch die Basis des zweiten Blocks bestimmt wére.

. Zuletzt ordnen wir die Basisvektoren noch wie gewiinscht an. In diesem Fall haben wir
keine relevante Wahlfreiheit, da beide Blocke gleich sind. Wir wahlen beispielsweise

S = (urluzvi|v2)




dann gilt
STIAS =T

“Hétten wir hier mehrere Eigenwerte, dann wiirden wir nicht stoppen, wenn (A — 2)'“ =0 gilt, sondern wenn
dimker(A - 2)* = as, also die algebraische Vielfachheit von 2 wire.

"Wir sollten den Vektor ja unabhéngig von allen bisher gewéhlten Vektoren wihlen, wieso steht hier also kein
v17 Das liegt daran, dass v € ker(A - 2) = (w1, w2) liegt, also eh in diesem Spann.

Ein Fehler, der einem sehr einfach unterlduft ist dabei folgender:

1. Wir wollen die JNF von

011
A=10 0 1
00 0

bestimmen. Dazu berechnen wir als erstes das charakteristische Polynom. Da (A — A) eine
obere Dreiecksmatrix ist, sehen wir direkt y 4 = A3, also ist 0 der einzige Eigenwert mit einer
algebraischen Vielfachheit von 3. Wir sehen direkt, dass dimker(A) = 1, also gibt es nur
einen Jordanblock. Die Normalform ist also

010
Ja=10 0 1
00 0



Als nichstes suchen wir eine Basis. Wir bestimmen zuerst ker(A)2. Es gilt
ker(A)2 = <€1, 62)

und ker(A4)3 = 0 folgt direkt, da 3 die algebraische Vielfachheit von 0 ist. Wir wihlen also
v3 € R3\(eq, ea), beispielsweise v3 = e3. Dann bestimmen wir:

1 1
veg=Avg=|1], wv1=Avy=]0
0 0

und wir schreiben die Jordanbasis als Transformationsmatrix:

1 10
S=10 1 0
0 0 1
. Wir berechnen die JNF von
2 1 1
B=|0 2 1
0 00

und beginnen mit der Berechnung des charakteristischen Polynoms. Da (A — B) eine obere
Dreiecksmatrix ist, konnen wir direkt ablesen, dass

x5 =(A-2)%\

gilt. Das heiflit wir haben A\; = 0 mit einer algebraischen Vielfachheit von 1 und A9 = 2 mit
einer algebraischen Vielfachheit von 2. Wir wollen nun die Grélen der Blocke bestimmen. In
diesem Fall stellt sich nur die Frage, ob wir einen Block oder zwei Blocke fiir Ay haben. Wir
bestimmen das diesmal mit dem Minimalpolynom - denn der Exponent eines Linearfaktors
im Minimalpolynom gibt die Gréfle des grofiten zu diesem Linearfaktor gehorigen Blocks an.
Es gilt

021
(B-2)B=[0 0 0|=0
00 0

also kann (X - 2)X nicht das Minimalpolynom von B sein. Da das Minimalpolynom aber
ein Teiler des charakteristischen Polynoms ist, folgt damit direkt, dass (X —2)2X das Mi-
nimalpolynom sein muss und wir sehen, dass wir einen einzelnen Block der Gréfle 2 zum
Eigenwert Ao haben.

Wir bestimmen nun noch die Jordanbasis. Zuerst zum Eigenwert A\; = 0. Es gilt:

1
ker(B)z( 2 >
-4

also wahlen wir diesen erzeugenden Vektor als ersten Basisvektor u;. Fiir Ao = 2 haben wir
einen Block der Grofe 2. Den ersten Basisvektor withlen wir als vy € ker(B - 2)%\ ker(B - 2).



Es gilt
ker(B -2)? = (e1,e2), ker(B-2) = (e;)

wir konnen also beispielsweise vy = e2 wahlen. Dann bestimmen wir
V1 = (B - 2)1)2 =e1

und haben alle Vektoren der Jordanbasis gefunden.
Wir wollen hier auch noch die Transformationsmatrix S fiir S AS = J aufstellen. Es gibt
hier nun zwei mogliche Anordnungen der Vektoren, beide sind gleich richtig. Wahlen wir

S = (ufv1|vz2)

so erhalten wir

000
J=10 2 1
0 0 2

und wéahlen wir
S = (vi|valur)

erhalten wir

2 10
J=]10 2 0
000

Aufgabe 2
Sei K ein Korper, V' ein 4-dimensionaler K-Vektorraum und f : V' — V ein nilpotenter Endomor-
phismus.

1. Bestimme alle moglichen JNFs von f.

2. Liste alle moglichen Folgen von Dimensionen der verallgemeinerten Eigenrdume auf und er-
klare, wie sie mit den moéglichen JNFs zusammenhéngen.

Lésung:

1. Wir wissen, dass f eine nilpotente Abbildung ist, also gibt es ein k € N sodass f* = 0 gilt. Wir
wahlen dieses k minimal, dann gilt py = X k. Das Minimalpolynom und das charakteristische
Polynom eines Endomorphismus haben die gleichen Nullstellen, das heiffit wir wissen bereits,
dass 0 der einzige Eigenwert von f ist. Gleichzeitig wissen wir, dass der Exponent eines
Linearfaktors (X =) in pr(X) die GréBe des grofiten Jordanblocks zum Wert A angibt. Mit
diesen Informationen kénnen wir folgende Jordannormalformen erhalten:

(a) Sei py =X, dann hat der grofite Block Dimension 1. Das heifit fiir unsere JNF ist J =0
die einzige Option.

(b) Sei py=X 2 dann hat der grofite Block Dimension 2. Wir haben keine weiteren Infor-

10



mationen iiber die anderen Blocke, also gibt es zwei Moglichkeiten:

le ) J2:

e e o @
o O o O

0
0
1
0

o O o
oS O O O
o O o
o O o O
o O O O

Fiir J; haben wir zwei Blocke der Grofie 2, fiir Jo haben wir einen Block der Grofie 2
und zwei Blocke der Grofe 1.

(c) Sei puy = X 3 dann hat der gréBe Block Dimension 3. Damit bleibt nur eine weitere
Dimension iiber, also miissen wir einen Block der Gréfle 1 haben. Es gilt also

<
Il
o O O O
oS O o
O O = O
o O O O

(d) Sei s = X*, dann hat der gréBe Block Dimension 4. Dieser nimmt dann bereits die
gesamte Grofle der Matrix ein, also haben wir nur diesen einen Block. Es gilt also

o O O O
oS O O
O O = O
o = O O

2. Wir werden die Folgen von Dimensionen hier auf folgende Art und Weise schreiben:
(dimker(A - X),dimker(A - )%, ..., dimker(4 - \)¥)

wobei gilt, dass dimker(A4 — A\)¥~1 # dimker(A - A\)* = dimker(A4 — \)**L.

Es gibt hierbei zwei Dinge zu beachten:

Die Dimensionen der Kerne konnen jeweils nur aufsteigen, das heifit dimker(A4 — \)* <
dimker(A - \)¥*1 auBer dimker(A — A\)* = «, wobei a die algebraische Vielfachheit von
A sei. In unserem Fall wissen wir, dass x5 = X 4 also ist die algebraische Vielfachheit 4 und
wir miissen alle Sequenzen beachten, die in 4 enden.

AuBlerdem gilt (siehe dazu auch die Erlduterung des Algorithmus), dass jeder Jordanblock,
der zur Dimension des Kerns von (A — A\)* beitréigt auch zur Dimension aller Kerne von
(A - N)F fiir I > 0 beitriigt. Das heifit, dass die Zuwéchse in der Dimension nur kleiner
werden konnen, aber nicht grofler. Beispielsweise wére eine Sequenz

(1,2,4)

nicht méglich: Die erste Zahl gibt uns die Anzahl aller Jordanblécke an, in diesem Fall also
genau ein Block. Die Differenz zwischen der letzten und der zweiten Zahl ist 2, das heif3t
allerdings, dass wir zwei Blocke der Groflie 3 hitten. Das kann offensichtlich nicht richtig
sein.

Mit diesen beiden Regeln bestimmen wir nun die moglichen Folgen und schreiben, welche
JNFs dazu gehoren.

11



(a) Sind die Dimensionen (1,2,3,4), dann haben wir genau einen Block der Grofle 4.

(b) Sind die Dimensionen (2, 3,4), dann haben wir einen Block der Gréfe 1 und einen Block
der Grofle 3.

(c) Sind die Dimensionen (2,4), dann haben wir zwei Blocke der Grofie 2.

(d) Sind die Dimensionen (3,4), dann haben wir zwei Blocke der Grofie 1 und einen Block
der GroBe 2.

(e) Sind die Dimensionen (4), dann haben wir vier Blocke der Grofe 1.

Aufgabe 3
Bestimme die Jordansche Normalform und eine Jordanbasis von
1 0 0 -1
9 -3 -6 -6
A= -5 2 4 3
3 -1 -2 -2

Lésung:
Man kann diese Aufgabe mit dem normalen Algorithmus lésen. Wir wéhlen allerdings eine schnellere
Variante:

Wir sehen direkt, dass die zweite und dritte Spalte der Matrix linear abhéngig sind. Das heifit die
Matrix hat keinen vollen Rang, also gibt es insbesondere Vektoren, die auf 0 abgebildet werden,
also muss 0 ein Eigenwert der Matrix sein. Wir wollen nun wissen, wie viele Blocke welcher Gréfien
es zum Kigenwert 0 gibt. Dafiir bestimmen wir die Folge der Dimensionen der verallgemeinerten
Eigenrdume, bis sie stagniert - dann haben wir alle Jordanblocke bestimmt. Es gilt:

-2 1 2 1
A? = _26 _31 _62 Y e dimker(A)? =3
-2 1 2 1

A% =0 = dimker(A)> =4

Da A3 = 0 gilt, wissen wir bereits, dass A nilpotent ist und p(X) = X2 gilt. Wir kénnen nun
entweder Aufgabe 2a verwenden, die uns sagt, dass ein nilpotenter Endormorphismus mit Mini-
malpolynom X? eine JNF mit einem Block der Gréfie 3 und einen Block der Grofie 1 hat, oder wir
verwenden Aufgabe 2b, aus der wir ablesen, dass die einzig giiltige Folge von Dimensionen (2, 3,4)
ist - womit wir ebenfalls je einen Block der Gréfien 3 und 1 haben.® Die JNF ist also

<
Il
o O O O
oS O o
O O = O
o O O O
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Wir suchen nun noch eine geeignete Basis. Wir bestimmen

1 0 1 0 0
)= ([o| [} ree=(10] ] 6 [ 0]
1 2 -1 -2

Zuerst bestimmen wir die Vektoren, die zum Block der Gréfle 3 gehdren. Dafiir wahlen wir vg €
ker(A3)\ ker(A?), beispielsweise also v = e; und bestimmen

1 -2

-6

vg = Avg = 5| vy = Avg = 5
3 -2

und dann die Vektoren, die zum Block der Gréfie 1 gehoren. Dafiir wahlen wir ein u; € ker(A),
das von vy, v9,vs linear unabhéngig ist. Beispielsweise also

1
1
Ul = 0
1

und wir erhalten als Jordanbasis (in eine Transformationsmatrix geschrieben):

1 -2 1 1
1 -6 9 0
5= 0 2 -5 0
1 -2 3 0

“Da wir in dieser Aufgabe eh eine Jordanbasis bestimmen wollen und fiir diese explizit die Kerne von A und A?
bestimmen miissen, kann man auch zuerst die Kerne bestimmen und daraus die Anzahl der jeweiligen Jordanblécke
direkt ablesen. Der Bezug auf Aufgabe 2 ist also in diesem Fall nicht wirklich eine Zeitersparnis - wollten wir aber
nur die JNF selbst bestimmen, konnten wir uns ersparen, die Kerne explizit zu bestimmen.

Aufgabe 4
Sei A € C5¢ mit tr(A) = 3,rk(A) =4 und A%(A% - 1) = 0. Finde die JNF von A.

Lésung:

In dieser Aufgabe hilft uns der Algorithmus leider nichts, wir miissen auf eine ganz andere Art
und Weise vorgehen. Zuerst bestimmen wir das Minimalpolynom und die Eigenwerte von A. Sei
P(X)=X2%(X?%-1), dann gilt P(A) =0, also gilt pa|P. Wir zerlegen:

P=X*(X?-1)=X*(X+1)(X-1)

also hat P die Nullstellen 0,1,-1. Fiir p4 sind damit auch nur die Nullstellen 0,1,-1 moglich.
Aber: P ist nicht notwendigerweise das charakteristische Polynom, das heifit nicht jede Nullstelle
von P muss tatsdchlich auch Nullstelle von p4 sein. Wir iiberlegen uns nun, welche Kombinationen
von Eigenwerten fiir A tatsichlich méglich sind anhand zweier Aussagen:
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1. Es gilt tr(A) = Z;‘?:l a; - A\j, wobei )\; die Eigenwerte und «; die algebraischen Vielfachheiten
der Eigenwerte sind. In unserem Fall gilt also, dass

a0-0+a1-1+a_1-(—1)=3

gelten muss. Und da wir eine 6 x 6-Matrix betrachten, muss ag + a1 + a_1 = 6 gelten. Damit
ergeben sich als Losungen nur

a0:3,a1:3,a_1 =0

a0=1,0é1=4,a_1 =1

2. Es gilt rk(J) =rk(A) =4, also missen in der JNF genau zwei Nullspalten enthalten sein.

Zusammen sehen wir, dass ag = 3,1 = 3,a_1 = 0 die einzige Moglichkeit ist, da im anderen Fall
rk(A) = 5 gelten miisste. Das heifit -1 ist tatsdchlich kein Eigenwert von A und 1 und 0 kommen
jeweils mit einer Vielfachheit von 3 vor.

Wir wollen nun noch die GréBen der Blocke bestimmen. Da 4| X2(X +1)(X -1) ist die Vielfachheit
von (X —1) in py hochstens 1, also hat der grofite Block zum Eigenwert 1 die Gréfle 1. Das heifit
es gibt drei Blocke der Grofle 1 zum Eigenwert 1.

Auf der anderen Seite gilt rk(A) = 4, also dimker(A) = 2, das heifit wir haben zwei Blocke zum
Eigenwert 0. Es gibt also nur die Méglichkeiten einen Block der Gréfie 2 und einen Block der Grofie
1 zu haben. Unsere JNF lautet dann

0 00O0O0O@ 0
001 00O
J:OOOOOO
0 00100
00 0O0T1PO0
0 00O0O0T1
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